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No modelo logistico de crescimento populacional, basta que a populagdo seja maior que zero para
que cresca até a capacidade de suporte. No entanto, muitas populagdes nao sao viaveis abaixo de
um tamanho minimo. Isso pode acontecer pela necessidade de interagdes sociais, ou porque a mera
agregacao no espaco aumenta as chances de sobrevivéncia.

Neste roteiro vocé vera como uma modificacdo simples da equacao logistica cria um modelo para
descrever o efeito Allee. Vera também que esse novo modelo tem mais de um ponto de equilibrio
estavel.

O modelo

A equacao logistica de dinamica populacional € normalmente expressa assim:

\begin{equation} \label{eq:logistica} \frac{dN}{dt} ~ = ~ rN \left( 1- \frac{N}{K} \right)
\end{equation}

Onde

e $N$ = tamanho populacional no instante de tempo $t$
e $r$ = taxa intrinseca de crescimento populacional
e $K$ = capacidade de suporte

0 efeito Allee pode ser incluido como mais um termo no modelo logistico:

\begin{equation} \label{eq:allee} \frac{dN}{dt} ~ = ~ rN\left( 1- \frac{N}{K} \right)
\left(\frac{N} {a}-1\right) \end{equation}

Onde $a$ é o tamanho minimo para que a populacao seja viavel.
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Pontos de equilibrio

Abaixo vocé verd grafico interativo ¥ da velocidade de crescimento da populacdo ($V=dN/dt$) em
fungao do tamanho da populacao com efeito Allee (equacao $\ref{eq:allee}$).

Cligue em Evaluate e vocé terd um menu para alterar os parametros do modelo. A opcao
Evaluation point define um ponto de tangéncia da curva de velocidade em funcao de $N$. A
tangente a curva nesse ponto € a derivada da velocidade em funcao do tamanho populacional (
$dV/dN$ ), avaliada nesse ponto.

Os tamanhos populacionais em equilibrio sao aqueles em que a velocidade de crescimento é nula.
Estes pontos sdo estaveis se a derivada $dV/dt$ nesse ponto é negativa .

Perguntas

1. Quais sdo os pontos de equilibrio?

2. Algum dos pontos de equilibrio sao estaveis?

3. Quais sao as diferencas quanto aos pontos de equilibrio e sua estabilidade em relacdo ao
modelo logistico?

Estabilidade local e resiliéncia

As derivadas da velocidade de crescimento nos pontos ja nos indicam quais sao localmente estaveis
. Mas essa andlise ndo informa sobre se ha resiliéncia, que é capacidade do sistema retornar a um
ponto de equilibrio apds uma perturbacao nao-infinitesimal.

Vamos usar uma simulacao numérica da equacao $\ref{eq:allee}$ para avaliar a estabilidade local e
a resiliéncia dos pontos de equilibrio. Clique no botdao Evaluate abaixo para iniciar.

Um menu de opgdes vai se abrir, com o qual vocé pode alterar os parametros do modelos e também
perturbar a populacdo com adicao ou morte de até 20 individuos. A opcao Disturb define o tamanho
da perturbacao e a opcao Disturb time o momento em que ela ocorre.

Perguntas

1. Verifique a estabilidade local de cada um dos pontos de equilibrio: use o valor de equilibrio
como valor inicial da populacdo ($N0$) e faca uma pequena perturbacéo positiva e negativa .

2. Verifique a resiliéncia dos pontos de equilibrio localmente estaveis. Use o valor de equilibrio dos
estaveis como valor inicial da populacao ($NO$) e faca perturbacdes positivas e negativas
crescentes.

3. Quais parametros afetam a resiliéncia de cada ponto estavel? E possivel aumentar a resiliéncia
dos dois pontos ao mesmo tempo? Ha uma situacao biologicamente realista em que isso
aconteca?
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Estados alternativos e transicoes bruscas

Nosso modelo tem pontos de eqilibrio localmente estaveis separados por um ponto instavel. Portanto,
o sistema tem estados alternativos. Além disso, esses estados alternativos tém uma certa
resiliéncia, pois resistem até uma certa intensidade de perturbacao.

Essas caracteristicas fazem com que esse modelo de populacdo esteja sujeito a transicoes bruscas
de estado. Uma causa pode ser uma perturbacao intensa o suficiente para provocar a mudanca,
como vocé experimentou na secdo anterior. Mas essa seria uma causa brusca ® para uma mudanca
brusca.

Muito mais perturbador ( )éa possibilidade de uma alteracao gradual causar uma transicao
brusca. Em outras palavras, isso implicaria que o sistema tem um limiar, que € um tipo de resposta
nao-linear a mudancas ambientais.

Em nosso modelo uma transicao brusca pode acontecer se uma mudanca gradativa ambiental altera
o valor de equilibrio instavel, que é o tamanho minimo de uma populagao viavel. Por exemplo,

imagine que as condicdes ambientais se degradem, fazendo com que populacdes antes vidveis agora
sejam pequenas demais para persistir. Em nosso modelo isso equivale a elevar o valor do parametro

$a$.
Exercicio

Clique em Evaluate abaixo para abrir dois graficos interativos. O grafico da direita mostra a
variacao do tamanho populacional (N) ao longo do tempo (t). O segundo grafico mostra a velocidade
de crescimento (V) em fun¢ao do tamanho populacional.

Use os graficos interativos para simular uma mudanca ambiental que aumente o tamanho minimo
para uma populacado ser viavel. Para isso, defina a taxa de crescimento $r$, a capacidade de suporte
$K$ e o tamanho minimo viavel $a$. O grafico simula que a populacao ja esta em sua capacidade de
suporte. Aumente gradativamente o valor de $a$ e observe o comportamento dos graficos. Preste
atencao as mudancas nos dois graficos quando o sistema esta proximo da transicao de estados.

Para saber mais

e Allee W. C. 1931. Animal aggregations, a study in general sociology. Chicago University Press.

e Drake, J. M. & Kramer, A. M. (2011) Allee Effects. Nature Education Knowledge 3(10):2. Revisao
didatica e completa.

e Dai L, Vorselen D, Korolev KS, Gore J. 2012. Generic indicators for loss of resilience before a
tipping point leading to population collapse. Science. Jun 1;336(6085):1175-7. Um experimento
engenhoso demonstra efeito Allee e suas consequéncias em leveduras.

e Beisner, B. E. (2012) Alternative Stable States. Nature Education Knowledge 3(10):33

1)

usando o0 ambiente Sage notebook, executado remotamente no servidor Sage Cell Server.
2)

nao confunda com $dN/dt$
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3)

detalhes no roteiro sobre analise de equilibrio e estabilidade.
4)

ou seja, resistem a pequenas perturbacdes, veja aqui.
5)

A interface permite uma perturbagao minima de 0,5. Funciona para este exercicio, apesar da analise

de estabilidade local usar perturbacdes inifinitesimais.
6)

perturbacao intensa e instantanea
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